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Пермутационный подход имеет ряд преимуществ по сравнению с 
традиционными параметрическими статистическими методами, что делает его 
более предпочтительным для обработки данных в некоторых исследовательских 
ситуациях. Пермутационные методы не используют предположений о виде 
распределения вероятностей; подходят для небольших наборов данных и дают 
исследователю большую свободу выбора тестовой статистики. Настоящая 
статья посвящена применению одного из вариантов пермутационных методов – 
непараметрическому рандомизационному тесту. Авторы излагают предпосылки 
рандомизационного теста и приводят некоторые формализации для случая 
сравнения двух групп наблюдений. В работе рассматривается пример применения 
рандомизационного теста для проверки статистической гипотезы о равенстве 
нулю межгрупповой разности средних значений в случаях правостороннего и 
левостороннего критических множеств. В примере сравнивается 
производительность двух способов очистки – стандартного и нового. В 
правостороннем случае в качестве тестовой статистики выступает сумма 
времен очистки в группе стандартного способа, в левостороннем случае –
межгрупповая разность средних времен. С помощью рандомизационного теста 
показано, что новый способ очистки не дает статистически значимого 
преимущества во времени очистки перед стандартным способом. 

Ключевые слова: пермутационный подход; рандомизационный тест; перестановка; 
проверка статистических гипотез; ошибка первого рода; ошибка второго рода; 
p-значение. 

1. Введение 

Непараметрический рандомизационный тест – один из представителей 
пермутационных методов – был впервые применен в 1935 г. Рональдом Эйлмером 
Фишером (1890–1962 гг.) для построения точного статистического вывода в задаче 
оценки связи между двумя дихотомическими переменными [1–3]. Пермутационный 
подход требует большого объема вычислений, характерного для комбинаторных 
объектов. Такие объемы вычислений практически невозможно провести вручную, а 
Алан Тьюринг построит электромеханический компьютер только через пять лет в 
1940 г. 

Современные компьютеры обладают вычислительной мощностью, достаточной, 
чтобы успешно работать с комбинаторными объектами и применять пермутационный 
подход для статистического вывода [4–6]. Этот подход применим практически в любой 
предметной области, которая имеет дело с вероятностной формализацией процедуры 
принятия решений в условиях неопределенности [7–11]. Пермутационные методы 
являются не только инструментом принятия решений, но также могут использоваться 
исследователями для построения метрик их уверенности в обоснованности уже 
принятого решения [8]. 

Основная идея пермутационных методов заключается в том, что выполняются 
все перестановки или заранее определенное число перестановок данных, для каждой 
из которых вычисляется некоторая выбранная исследователем из предметных 
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соображений статистика, наблюдаемое распределение которой принимается за 
референтное распределение. 

Пермутационый подход предполагает две вероятностных модели 
статистического вывода: рандомизационную и популяционную [12–14]. Согласно 
рандомизационной модели (рандомизационные тесты) множество доступных объектов 
разбивается на несколько непересекающихся групп случайным образом. Согласно 
популяционной модели (перестановочные тесты) объекты случайным образом 
отбираются из некоторой популяции или из нескольких популяций (субпопуляций). В 
рандомизационной модели используются процедуры, которые обычно называют 
рандомизационными тестами (тестами рандомизации). 

Любая процедура статистического вывода допускает возможность ошибки в 
принятии решения. С помощью уровня значимости процедура статистического вывода 
позволяет контролировать и количественно оценивать вероятности ошибок. 
Вероятностями ошибок можно управлять с помощью приближенных методов вывода, 
однако успешность их применения будет варьироваться. Точные методы 
статистического вывода гарантируют контроль ошибок. При этом точные методы 
наиболее полезны, когда они позволяют контролировать ошибки при относительно 
широких допущениях. Эта идея будет проиллюстрирована ниже с помощью 
одновыборочного теста Стьюдента и доверительного интервала, которые являются 
точными только при ограничениях, накладываемых на распределение, из которого 
получены данные. 

Любая процедура проверки статистической гипотезы предусматривает контроль 
вероятности ошибок первого и второго рода. Ошибка первого рода есть отклонение 
истинной нулевой гипотезы, ошибка второго рода – неотклонение ложной нулевой 

гипотезы. Заданный исследователем уровень значимости, обозначаемый обычно , 
контролирует вероятность ошибки первого рода. Заметим, что вероятность ошибки 
первого рода не обязательно равна заданному уровню значимости. Вероятность 

ошибки первого рода есть вероятность получить p-значение меньшее или равное  
при справедливости нулевой гипотезы. 

Цель настоящей работы – описать идею и показать внутреннее устройство 
рандомизационного теста, а также продемонстрировать его применение на примере 
тестирования статистической гипотезы об отсутствии межгруппового различия в 
выраженности признака. 

2. Материалы и методы 

Ниже покажем, как работает параметрический тест, на примере 
одновыборочного теста Стьюдента. 

Пусть X(1) ,..., X(n) – случайная выборка из нормального распределения с 
параметром положения m. 

Нулевая гипотеза H0 утверждает, что параметр положения m некоторой 
нормально распределенной переменной X равен m0. Проверим нулевую гипотезу H0: 
m = m0 против двусторонней альтернативы H1: m ≠ m0. 

Тогда представленная следующая T-статистика имеет распределение 
Стьюдента с числом степеней свободы df = n – 1: 

𝑇 =
�̅� − 𝑚0

𝑆 √𝑛⁄
;  �̅� =

1

𝑛
∑ 𝑋(𝑖)

𝑖=𝑛

𝑖=1
;  𝑆2 =

∑ (𝑋(𝑖) − �̅�)2𝑖=𝑛
𝑖=1

𝑛 − 1
. 

Перед тестированием гипотезы исследователь должен задать уровень 

значимости . 
Правило принятия решения: если наблюдаемое значение тестовой статистики 

попадает в критическое множество, тогда нулевую гипотезу следует отклонить: 

«Если |𝑇𝑜𝑏𝑠| ≥ 𝑞𝑇 (𝑑𝑓 = 𝑛 − 1, 1 −
𝛼

2
) , тогда 𝐻0 отклонить». 
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Здесь qT(n – 1,1 – /2) – квантиль порядка 1 – /2 распределения Стьюдента с 
числом степеней свободы df = n – 1. 

Ошибка первого рода возникает в случае, если модуль статистики теста равен 

или превышает квантиль qT(n – 1,1 – /2) при справедливости нулевой гипотезы. Тогда 

вероятность ошибки первого рода в точности равна выбранному уровню значимости . 
Однако если предположение о нормальности распределения случайной 

переменной X в популяции неверно, то и T-статистика не имеет t-распределения. 

Отсюда следует, что вероятность ошибки первого рода может быть не равна , а 

иногда и значительно отличаться от . В этом случае контролировать вероятность 
ошибки первого рода становится затруднительно, и исследователю остается только 
надеяться, что он ошибается не слишком сильно. Сформулируем определение точного 
теста: точный тест есть тест, для которого вероятность ошибки первого рода в 

точности равна заданному уровню значимости . Например, одновыборочный тест 
Стьюдента будет точным только тогда, когда реализация выборки получена из 
нормального распределения. Аналогичная ситуация возникает при построении с 
использованием T-статистики доверительного интервала, например, для 
математического ожидания. Если реализация выборки получена не из нормального 
распределения, вероятность того, что построенный доверительный интервал 
содержит (накрывает) истинное значение оцениваемоего параметра, может и, скорее 

всего, будет отличаться от заданной доверительной вероятности 1 – . Поэтому здесь 
одновыборочный доверительный интервал гарантированно будет точным только 
тогда, когда выборка получена из нормального распределения, что возможно только в 
идеальном случае, когда нормальное распределение намеренно сгенерировано 
исследователем. Другими словами, в условиях реального эксперимента у 
экспериментатора никогда не будет уверенности в нормальности распределения. 

В случае рандомизационной модели случайное распределение доступных 
объектов по группам – единственная основа для статистического вывода. 
Необязательно иметь случайную выборку из некоторой популяции с заданным 
распределением. Однако при этом любые выводы в рандомизационной модели будут 
ограничены объектами исследования. 

Пример. Предположим, что сравниваются стандартный и новый способы очистки 
некоторых объектов. При этом наблюдается время в секундах, в течение которого 
объект очищается до некоторого допустимого уровня. Нас интересует, действительно 
ли новый способ дает статистически значимое преимущество во времени очистки 
перед стандартным способом.  

Из n объектов, доступных для исследования, n1 случайным образом 
распределяются для очистки новым способом, в то время как оставшиеся n0 = n − n1 
очищают стандартным способом. 

Сформулируем гипотезы. Нулевая гипотеза H0: «разницы между новым и 
стандартным способами очистки нет» против односторонней альтернативы H1: «новый 
способ сокращает время очистки объекта». Таким образом, мы имеем дело с 
односторонним (левосторонним) критическим множеством. Протестируем нулевую 

гипотезу на уровне значимости  = 0,05. 
Выберем в качестве тестовой статистики разность групповых средних времен 

очистки. Введем следующие обозначения: 
r – номер рандомизации (r = 0 – нулевая рандомизация, т. е. наблюдаемое 

распределение объектов по группам); 
x(r, i) – группа, в которую попадет i-й объект при r-й рандомизации (x = 0 – группа 

объектов, очищаемых стандартным способом, x = 1 – группа объектов, очищаемых 
новым способом); 

x(r = 0, i) – группа, в которой действительно очищался i-й объект (x = 0 – группа 
объектов, очищаемых стандартным способом, x = 1 – группа объектов, очищаемых 
новым способом); 
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y(i) – время, в течение которого i-й объект очищается до некоторого допустимого 
уровня (в секундах). 

Заметим, что 

𝑛0 = 𝑛 − ∑ 𝑥(0, 𝑖)
𝑖=𝑛

𝑖=1
;  𝑛1 = ∑ 𝑥(0, 𝑖)

𝑖=𝑛

𝑖=1
. 

Суммарное время очистки всех объектов в предположении истинности нулевой 
гипотезы не зависит от рандомизации и равно 

∑ 𝑦(𝑖)
𝑖=𝑛

𝑖=1
. 

Среднее время очистки в группе стандартного способа при r-й рандомизации 
равно 

∑ 𝑦(𝑖)𝑖=𝑛
𝑖=1 − ∑ 𝑦(𝑖)𝑥(𝑟, 𝑖)𝑖=𝑛

𝑖=1

𝑛 − ∑ 𝑥(0, 𝑖)𝑖=𝑛
𝑖=1

=
∑ 𝑦(𝑖)(1 − 𝑥(𝑟, 𝑖))𝑖=𝑛

𝑖=1

𝑛0
. 

 
Среднее время очистки в группе нового способа при r-й рандомизации равно 

∑ 𝑦(𝑖)𝑥(𝑟, 𝑖)𝑖=𝑛
𝑖=1

∑ 𝑥(0, 𝑖)𝑖=𝑛
𝑖=1

=
∑ 𝑦(𝑖)𝑥(𝑟, 𝑖)𝑖=𝑛

𝑖=1

𝑛1
. 

 
Теперь мы можем записать выражение для тестовой статистики: 

𝑇(𝑟) =
∑ 𝑦(𝑖)𝑥(𝑟, 𝑖)𝑖=𝑛

𝑖=1

𝑛1
−

∑ 𝑦(𝑖)(1 − 𝑥(𝑟, 𝑖))𝑖=𝑛
𝑖=1

𝑛0
=

=
∑ 𝑦(𝑖){𝑖|𝑥(𝑟,𝑖)=1}

𝑛1
−

∑ 𝑦(𝑖){𝑖|𝑥(𝑟,𝑖)=0}

𝑛0

=
∑ 𝑦(𝑖){𝑖|𝑥(𝑟,𝑖)=1}

𝑛1
−

∑ 𝑦(𝑖){𝑖|𝑥(𝑟,𝑖)=0}

𝑛0
+

∑ 𝑦(𝑖){𝑖|𝑥(𝑟,𝑖)=0}

𝑛1

−
∑ 𝑦(𝑖){𝑖|𝑥(𝑟,𝑖)=0}

𝑛1
=

=
∑ 𝑦(𝑖){𝑖|𝑥(𝑟,𝑖)=0} + ∑ 𝑦(𝑖){𝑖|𝑥(𝑟,𝑖)=1}

𝑛1
−

(𝑛0 + 𝑛1) ∑ 𝑦(𝑖){𝑖|𝑥(𝑟,𝑖)=0}

𝑛0𝑛1
=

=
∑ 𝑦(𝑖)𝑖=𝑛

𝑖=1

𝑛1
−

(𝑛0 + 𝑛1)

𝑛0𝑛1
∑ 𝑦(𝑖)

{𝑖|𝑥(𝑟,𝑖)=0}

Статистика 0

=

=
∑ 𝑦(𝑖){𝑖|𝑥(𝑟,𝑖)=1}

𝑛1
−

∑ 𝑦(𝑖){𝑖|𝑥(𝑟,𝑖)=0}

𝑛0
+

∑ 𝑦(𝑖){𝑖|𝑥(𝑟,𝑖)=1}

𝑛0

−
∑ 𝑦(𝑖){𝑖|𝑥(𝑟,𝑖)=1}

𝑛0

=
(𝑛0 + 𝑛1) ∑ 𝑦(𝑖){𝑖|𝑥(𝑟,𝑖)=1}

𝑛0𝑛1
−

∑ 𝑦(𝑖){𝑖|𝑥(𝑟,𝑖)=0} + ∑ 𝑦(𝑖){𝑖|𝑥(𝑟,𝑖)=1}

𝑛0
= 
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=
(𝑛0 + 𝑛1)

𝑛0𝑛1
∑ 𝑦(𝑖)

{𝑖|𝑥(𝑟,𝑖)=1}

Статистика 1

−
∑ 𝑦(𝑖)𝑖=𝑛

𝑖=1

𝑛0
=

=
𝑛0 ∑ 𝑦(𝑖)𝑥(𝑟, 𝑖)𝑖=𝑛

𝑖=1 − 𝑛1 ∑ 𝑦(𝑖)(1 − 𝑥(𝑟, 𝑖))𝑖=𝑛
𝑖=1

𝑛0𝑛1

=

∑ 𝑦(𝑖) (𝑛0𝑥(𝑟, 𝑖) − 𝑛1(1 − 𝑥(𝑟, 𝑖)))𝑖=𝑛
𝑖=1

𝑛0𝑛1

Статистика 2

. 

 
Рассмотрим три выражения в этом равенстве, обозначенные соответственно: 

Статистика 0, Статистика 1 и Статистика 2. В этих выражениях выделены элементы, 
которые зависят от рандомизации. В случае Статистика 0 в качестве статистики, 
эквивалентной для T(r), может выступать сумма времени очистки в группе 
стандартного способа, но при этом тест станет правосторонним. В случае Статистика 1 
в качестве эквивалентной статистики для T(r) может выступать сумма времени очистки 
в группе нового способа, при этом тест останется левосторонним. Наконец, в случае 
Статистика 2 в качестве эквивалентной статистики для T(r) может выступать числитель 
дроби, при этом тест также останется левосторонним. 

 

3. Результаты 

Рассмотрим пример применения рандомизационного теста. Пусть имеется n = 7 
объектов, которые случайно разбили на две группы: группу стандартного способа 
очистки x(r = 0, i) = 0 и группу нового способа очистки x(r = 0, i) = 1. В группе 
стандартного способа n0 = 3 объекта, в группе нового способа – n1 = 4 объекта, 
n = n0 + n1. Наблюдаемое (при нулевой рандомизации) время очистки объектов 
приведено в табл. 1. 

 

Таблица 1. Нулевая (наблюдаемая) и первая рандомизации 

Номер рандомизации, 
r 

Номер 
объекта, i 

Группа способа очистки, 
x(r, i) 

Время очистки, 
y(i) 

0 1 0 33 

0 2 0 40 

0 3 0 25 

0 4 1 23 

0 5 1 19 

0 6 1 22 

0 7 1 26 

Ниже идут первая и следующие за ней рандомизации 

1 1 0 33 

1 2 0 40 

1 3 1 25 

1 4 0 23 

1 5 1 19 

1 6 1 22 

1 7 1 26 

... ... ... ... 
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Наблюдаемое (при нулевой рандомизации) значение статистики равно 

𝑇𝑜𝑏𝑠 = 𝑇(0) =
∑ 𝑦(𝑖) (𝑛0𝑥(0, 𝑖) − 𝑛1(1 − 𝑥(0, 𝑖)))𝑖=𝑛

𝑖=1

𝑛0𝑛1
= 

=
1

12
(33 ∙ (−4) + 40 ∙ (−4) + 25 ∙ (−4) + 23 ∙ (3) + 19 ∙ (3) + 22 ∙ (3) + 

+26 ∙ (3)) = −10,17. 

 
Нулевая гипотеза утверждает, что новый способ не меняет время очистки. 

Следовательно, объект под номером 1, очищенный стандартным способом, например 
за 23 секунды, был бы очищен новым способом за те же 23 секунды. Таким образом, 
время очистки при нулевой гипотезе есть константа, а случайной переменной является 
номер группы по способу очистки, в которую может попасть объект. Поскольку 
разбиение на две группы с заранее фиксированными размерами групп проводилось 
случайно, любое разбиение имеет равную вероятность произойти. Назовем каждое 
такое разбиение рандомизацией. Число таких рандомизаций, включая наблюдаемую 
(нулевую рандомизацию), в нашем случае равно 

(
𝑛

𝑛0
) = (

𝑛

𝑛1
) = 𝐶𝑛

𝑛0 = 𝐶𝑛
𝑛1 =

𝑛!

(𝑛 − 𝑛0)! 𝑛0!
= (

7

3
) = (

7

4
) =

7!

(7 − 3)! 3!
= 35. 

Следовательно, каждая такая рандомизация может произойти с вероятностью 1/35. 
 
Построим все рандомизации и вычислим для каждой такой рандомизации 

значение статистики T(r) (табл. 2). 

Таблица 2. Все возможные рандомизации 

Номер рандомизации, r Стандартный способ Новый способ T(r) Вероятность 

0 33 40 25 23 19 22 26 –10,17 1/35 

1 23 33 19 40 22 25 26 3,25 1/35 

2 23 33 22 40 19 25 26 1,50 1/35 

3 23 33 25 40 19 22 26 –0,25 1/35 

4 23 33 26 40 19 22 25 –0,83 1/35 

5 23 40 19 33 22 25 26 –0,83 1/35 

6 23 40 22 33 19 25 26 –2,58 1/35 

7 23 40 25 33 19 22 26 –4,33 1/35 

8 23 40 26 33 19 22 25 –4,92 1/35 

9 23 19 22 33 40 25 26 9,67 1/35 

10 23 19 25 33 40 22 26 7,92 1/35 

11 23 19 26 33 40 22 25 7,33 1/35 

12 23 22 25 33 40 19 26 6,17 1/35 

13 23 22 26 33 40 19 25 5,58 1/35 

14 23 25 26 33 40 19 22 3,83 1/35 

15 33 40 19 23 22 25 26 –6,67 1/35 

16 33 40 22 23 19 25 26 –8,42 1/35 

17 23 33 40 19 22 25 26 –9,00 1/35 

18 33 40 26 23 19 22 25 –10,75 1/35 

19 33 19 22 23 40 25 26 3,83 1/35 

20 33 19 25 23 40 22 26 2,08 1/35 

21 33 19 26 23 40 22 25 1,50 1/35 

22 33 22 25 23 40 19 26 0,33 1/35 

23 33 22 26 23 40 19 25 –0,25 1/35 
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Окончание табл. 2 

Номер рандомизации, r Стандартный способ Новый способ T(r) Вероятность 

24 33 25 26 23 40 19 22 –2,00 1/35 

25 40 19 22 23 33 25 26 –0,25 1/35 

26 40 19 25 23 33 22 26 –2,00 1/35 

27 40 19 26 23 33 22 25 –2,58 1/35 

28 40 22 25 23 33 19 26 –3,75 1/35 

29 40 22 26 23 33 19 25 –4,33 1/35 

30 40 25 26 23 33 19 22 –6,08 1/35 

31 19 22 25 23 33 40 26 8,50 1/35 

32 19 22 26 23 33 40 25 7,92 1/35 

33 19 25 26 23 33 40 22 6,17 1/35 

34 22 25 26 23 33 40 19 4,42 1/35 

 
 
P-значение теста рандомизации H0 pvalue может быть рассчитано как 

вероятность получить статистику теста столь же экстремальную или более 
экстремальную (в пользу H1), чем наблюдаемая статистика теста T(0). 

Выбор способа очистки случаен, следовательно, все рандомизации 
равновероятны: 

𝑝𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 = 𝐏{𝑇(𝑟) ≤ 𝑇(0)|𝐻0} =
∑ 𝐼(𝑇(𝑟) ≤ 𝑇(0))

( 𝑛
𝑛0

)−1

𝑟=0

( 𝑁
𝑛0

)
=

∑ 𝐼(𝑇(𝑟) ≤ 𝑇(0))
( 𝑛

𝑛0
)−1

𝑟=0

𝑛!
(𝑛 − 𝑛0)! 𝑛0!

, 

 
где I() – индикаторная функция. 
 
Вычислим эту вероятность.  

𝑝𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 = 𝐏{𝑇(𝑟) ≤ 𝑇(0)|𝐻0} =
∑ 𝐼(𝑇(𝑟) ≤ 𝑇(0))

( 𝑛
𝑛0

)−1

𝑟=0

( 𝑛
𝑛0

)
=

2

35
= 0,057. 

Поскольку p-значение = 0,057 >  = 0,05, тест не отклоняет нулевую гипотезу. 
Этот результат, в частности, можно интерпретировать так: новый способ не дает 
статистически значимого преимущества во времени очистки перед стандартным 
способом. 

 
Построим функцию распределения тестовой статистики T при условии H0: 

𝐹(𝑡|𝐻0) = 𝐏{𝑇 ≤ 𝑡|𝐻0}. 

Поскольку все рандомизации попарно несовместны, можно сгруппировать 
одинаковые значения статистики T и сложить соответствующие им вероятности. 
Проделав это, получим таблицу распределения вероятностей по отсортированным 
значениям тестовой статистики (табл. 3). 

Таблица 3. Распределение вероятностей по значениям тестовой статистики 

Значение тестовой статистики, t Вероятность, p(t) Функция распределения, F(t) 

–10,750 0,0286 0,0286 

–10,167 0,0286 0,0571 

–9,000 0,0286 0,0857 

–8,417 0,0286 0,1143 

–6,667 0,0286 0,1429 
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Окончание табл. 3 

Значение тестовой статистики, t Вероятность, p(t) Функция распределения, F(t) 

–6,083 0,0286 0,1714 

–4,917 0,0286 0,2000 

–4,333 0,0571 0,2571 

–3,750 0,0286 0,2857 

–2,583 0,0571 0,3429 

–2,000 0,0571 0,4000 

–0,833 0,0571 0,4571 

–0,250 0,0857 0,5429 

0,333 0,0286 0,5714 

1,500 0,0571 0,6286 

2,083 0,0286 0,6571 

3,250 0,0286 0,6857 

3,833 0,0571 0,7429 

4,417 0,0286 0,7714 

5,583 0,0286 0,8000 

6,167 0,0571 0,8571 

7,333 0,0286 0,8857 

7,917 0,0571 0,9429 

8,500 0,0286 0,9714 

9,667 0,0286 1,0000 

 
Теперь, используя построенную функцию рандомизационного распределения 

тестовой статистики в предположении H0, вычислим одностороннее (в нашем случае – 
левостороннее) p-значение (рис. 1): 

𝑝𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 = 𝐹(𝑇𝑜𝑏𝑠|𝐻0) = 0,057. 

 

Рис. 1. Левосторонний тест 

Рассмотрим случай, когда в качестве тестовой статистики T(r) выступает сумма 
времен очистки в группе стандартного способа (рис. 2). В этом случае тест станет 
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правосторонним, а функция вероятностных масс будет зеркально симметрична той, 
что мы наблюдали в левостороннем случае (рис. 1). При этом p-значение также станет 
правосторонним.  

 

 

Рис. 2. Правосторонний тест 

Рандомизационное распределение дискретно, поэтому p-значение кратно 1/35, 
но не каждое кратное значение возможно. В нашем примере достижимые p-значения 
равны k/35, где k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 12, 14, 16, 19, 20, 22, 23, 24, 26, 27, 28, 30, 31, 
33, 34, 35 (их всего 25 штук). Если уровень значимости равен одному из достижимых 

p-значений  = k/35, тогда 

𝐏{𝑇𝑦𝑝𝑒 𝐼 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟} = 𝐏{𝑝𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 ≤ 𝛼|𝐻0} = 𝐏 {∑ 𝐼(𝑇(𝑟) ≤ 𝑇(0)) ≤ 𝑘
( 𝑁

𝑛0
)−1

𝑟=0
|𝐻0} =

=
𝑘

( 𝑁
𝑛0

)
= 𝛼. 

Рандомизационный тест H0 есть точный тест, если выбранный уровень 
значимости равен одному из достижимых p-значений. 

Рандомизационный тест H0 есть консервативный тест, если выбранный уровень 
значимости не равен ни одному из достижимых p-значений, а 

 

𝐏{𝑇𝑦𝑝𝑒 𝐼 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟} =
𝑘

( 𝑁
𝑛0

)
=

𝑘

𝑛!
(𝑛 − 𝑛0)! 𝑛0!

= 𝑘
(𝑛 − 𝑛0)! 𝑛0!

𝑛!
< 𝛼 

является наибольшим достижимым p-значением меньшим . 
Рандомизационный тест гарантированно контролирует вероятность ошибки 

первого рода при условии рандомизации объектов по способу очистки. Другими 
словами, каждому объекту случайно должен быть назначен один из двух способов 
очистки.  
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4. Обсуждение  

Пермутационные методы обладают рядом свойств, которые делают их 
привлекательной альтернативой традиционным статистическим методам при решении 
многих исследовательских задач [15, 16].  

Во-первых, пермутационные методы не требуют предварительных знаний о 
распределениях и допущений, связанных с параметрическим тестом, таким как, 
например, дисперсионный анализ, который предполагает нормальность 
распределения и однородность дисперсии. Это, однако, не означает, что 
неоднородность дисперсии не влияет на результаты применения пермутационных 
методов. Также сложность, связанная с применениями традиционных статистических 
тестов, возникает, когда меньшая из выборок обладает большей дисперсией. Это 
увеличивает риск отклонения нулевой гипотезы, когда она на самом деле верна, 
иными словами, потенциально увеличивает вероятность ошибки первого рода. 

Во-вторых, пермутационные методы могут быть построены как аналоги 
большого количества традиционных параметрических тестов. Это могут быть, 
например, все разновидности t- и F-тестов, простая и множественная регрессия, а 
также всевозможные меры ассоциации [17, 18]. 

В-третьих, пермутационные методы успешно применяются в исследованиях, в 
которых случайно или в соответствии с авторским экспериментальным дизайном 
получены небольшие наборы экспериментальных данных. Например, небольшое 
число наблюдений характерно для лонгитюдного исследования, в начале которого 
число участников было достаточно большим, а к концу – большая доля по каким-либо 
причинам выбыла из эксперимента. Еще один пример – пилотное исследование с 
небольшим количеством участников для установления работоспособности методики 
исследования до проведения основного экспериментального этапа. Пермутационные 
методы продуктивны в исследовательских ситуациях с небольшим числом 
наблюдений, в то время как традиционные статистические тесты в таких случаях 
оказываются ненадежными. 

В настоящей работе применение пермутационного подхода показано на 
примере непараметрического рандомизационного теста для сравнения выраженности 
признака в двух группах. Недостаток рандомизационного теста заключается в том, что 
он полностью зависит от набора наблюдаемых данных, для которых он применяется. 
Таким образом, полученные выводы могут быть сделаны только относительно 
рассматриваемой группы наблюдений и не могут быть автоматически распространены 
на популяцию в целом. Тем не менее рандомизационный тест остается полезным, так 
как позволяет сделать оценку на малом количестве наблюдений, а также обосновать и 
сформулировать план дальнейших исследований уже на случайной выборке из 
популяции. 

5. Выводы 

1. Рассмотренный в настоящей работе непараметрический рандомизационный 
тест дает исследователю большую свободу выбора тестовой статистики, с помощью 
которой оцениваются экспериментальные условия. 

2. Непараметрический рандомизационный тест не требует предварительных 
знаний о распределениях и допущений, характерных для параметрических тестов. 

3. Непараметрический рандомизационный тест может быть применен к самым 
различным данным, в т. ч. к данным, содержащим малое число наблюдений, а также к 
данным, не являющимся реализацией случайной выборки. 
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The permutation approach has a number of advantages over traditional parametric 
statistical methods, which makes it preferable for data processing in some research 
situations. Permutational methods do not use the assumptions about the shape of the 
probability distribution; they are suitable for small data sets and give the researcher great 
freedom in choosing test statistics. This paper is devoted to the use of one of the variants of 
permutation methods – a nonparametric randomization test. The authors outline the 
premises of the randomization test and provide some formalizations for the case of 
comparing two groups of observations. An application example of a randomization test to 
test a statistical hypothesis about the equality of the intergroup difference in means to zero in 
cases of right- and left-sided critical sets is considered. The example compares the 
performance of two purification methods – standard and new ones. In the right-sided case, 
the test statistic is the sum of purification times in the group of the standard method; in the 
left-sided case, it is the intergroup difference in mean purification times. Using a 
randomization test, it was shown that the new purification method does not provide a 
statistically significant advantage in purification time over the standard method. 

Key words: permutation approach; randomization test; permutation; statistical hypothesis 
testing; type I error; type II error; p-value. 
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